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Dualidade: Modelos e Teoremas

1. (R) Para cada um dos modelos de PL abaixo, escreva o seu dual (usando a definicao de
dualidade).
maxz = 5xr; + 2x9

X1 S 3

(a) xe <4
r1  + 2z <9
., x =0

RESPOSTA:

Pela definigao de dualidade: como o problema é de maximizagao (CASO II), as restrigoes
devem estar na forma <. Como elas ja estao nessa forma, a definicao pode ser aplicada,
gerando o seguinte dual:

min v = 37T1 + 47‘(‘2 + 97‘(‘3

m + m  2>5

o + 27T3 Z 2

™ , w2 , @m =0

min z = T + 21
—21‘1 + X9 S 3
(b) 3x1 + 4xy <5
X1 — X9 S 2
T , xo >0
RESPOSTA:

Pela definigdo de dualidade: como o problema é de minimizagao (CASO I), devemos
transformar todas as restrigoes na forma >, assim multiplicamos todas as inequagoes por

-1:

min z = T + 2z
21‘1 — i) Z -3
—3561 — 4562 Z —5
—rn  + x> -2
Assim, o dual fica:
maxv= —3m — Hmy — 2m3

27‘(’1 - 3772 - T3 S 1

—T1 — 47T2 -+ T3 S 2

™ , To , w3 >0

O modelo ja é o dual.

Porém, podemos fazer uma transformagao para deixa-lo mais

7apresentavel”. Note que a maioria dos coeficientes sao negativos, de forma que podemos
fazer a seguinte transformacio de varidveis: —m; =] =, —m =74 e —7m3 = 75, com

+

T, Ty ,7r§' < 0 (usando a tabela essa transformacoes é feita automaticamente). Ficamos

com o modelo:

maxv= 37 + b5my + 271
—27r1+ + 37T;r + 7T§r <1
i + Ay - w5 <2
T yoom o, w3 <0
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2.

3.

max z = 5xq + 219
Ty § 3
(C) xIo < 4
T + 229 <9
x1 >0 , xyirrestrito
RESPOSTA:

Como x5 6 irrestrito, precisamos primeiro fazer a transformacio: zo = r5 — 5 :

maxz = br; + 2(x] —x5)
T S 3
(f —w7) <4
v+ 2@ —zy) <9
1, LL';'_, Ty >0

Agora, podemos aplicar a definiggdo. Como o problema é de maximizacao, as restrigoes
devem estar na forma de <. Como ja estao, o modelo dual fica:

mnv= 3m + 4m + 9ug
m + w3 >5
T2 + 273 > 2
- o — 27T3 272
™, T2 , T3 >0

Embora o modelo jé seja o dual, também podemos fazer uma transformacao. Note que
se multiplicarmos a quarta restricao por -1, ela fica igual a inequagao 3, porém com o
sinal >. Assim, podemos ”juntar” as duas inequagoes em uma igualdade. O modelo fica

entao:
minv= 3m + 4m + 9mg
1 + T3 Z 5
To + 2m3 =2
™ o, m , @ =0

Ou seja, a variavel irrestrita xo no primal gerou uma equagao no modelo dual.

(R) Para cada um dos modelos do exercicio anterior, encontre o dual usando a tabela de
conversao.

(R) Uma fdbrica produz dois artigos A e B, que devem passar por duas maquinas diferentes
M1 e M2. M1 tem 12 horas de capacidade diaria disponivel e M2 tem 5 horas. Cada unidade
de produto A requer 2 horas em ambas as maquinas. Cada unidade de produto B requer 3
horas em M1 e 1 hora em M2. O lucro liquido de A é de R$ 60,00 por unidade e o de B, R$
70,00 por unidade. Vocé trabalha em uma empresa que aluga maquinas do tipo M1 e M2, e
ficou sabendo dos dados de producao dos produtos A e B da empresa. Vocé tem interesse em
alugar as suas maquinas para a empresa, de forma a gerar lucro, e deseja usar as informagoes
que obteve da empresa para criar um modelo de PL que te auxilie nesse tarefa. Com base
nisso, faca o que se pede:

(a) Escreva o modelo de PL para o problema da empresa. Sejam as varidveis:

2, : Quantidade produzida do produto A.
zp - Quantidade produzida do produto B.
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(b)

Temos o modelo:

max Z(x1,22) = 60z, + 70z
Sujeito a 21, + 3y < 12
2rq +1p <5
Ta, Ty € RT

Escreva o modelo de PL para o seu problema.

RESPOSTA:

Sabemos que o modelo para o aluguel das maquinas é dado pelo dual do modela da
empresa. Usando a Tabela ou a defini¢ao, o dual fica (atribuindo significados a m; e m3):

71 : Custo/hora para o aluguel da maquina M1.
m : Custo/hora para o aluguel da méquina M2.

Temos o modelo:

min V(my,m2) = 1271 + 5o
Sujeito a 2w + 27y > 60
3 + w9 > 70
7, T € RT

Por algum motivo qualquer, nesse momento nem vocé e nem a empresa possuem um
solver para encontrar as solugoes 6timas, de forma que devem tentar encontrar as melhores
solugoes manualmente (sem o método grafico também!). Vocé fica sabendo que a empresa
conseguiu encontrar uma solucao factivel para o problema com lucro total de z = 240.
Da mesma forma vocé estd tentando encontrar solugdes para o seu problema antes de ir
fazer uma proposta para a empresa, e a sua melhor solugao tem um custo de v = 310. O
seu chefe afirma que vocé nao deve parar de buscar solugoes até encontrar uma em que o
custo é de v = 230 (pois ele imagina que com esse valor a oferta serd irrecusdvel). O que
vocé pode afirmar sobre a intuicao do seu chefe? Se baseie nos teoremas da dualidade
para compor o seu argumento.

RESPOSTA:

Pelo teorema fraco da dualidade, sabemos que se z e v forem valores das fungoes objetivos
para solugoes factiveis do primal (na forma de minimizagao) e do dual (na forma de
maximizacao), respectivamente, temos que v < z. Como temos o primal na forma de
mazimizacao e o dual na forma de minimizacdo, segue que z < v, ou seja, o valor de
qualquer solucao factivel do primal é um limitante inferior para o valor do dual.

Como temos z = 240, sabemos que nao existe uma solu¢ao dual com v < 240, de forma
que nao faz sentido o que o chefe estd exigindo, esta solugao nunca sera encontrada.
Graficamente temos como mostrado na Figura 1.

Agora vocé tém acesso a um solver muito potente (GUSEK), e consegue utilizé-lo para
encontrar uma solucao. Encontre a solugao étima pelo solver.

RESPOSTA:

O modelo no GUSEK fica como na Figura 2

Com solucao étima z7 = (x,,x3) = (0.75,3.5) e lucro total de 290.
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primal dual

—00 +00

Figure 1: Limitantes primal-dual

Maximize
60 xa + 70 xDb
Subject to

2 xa + 3 xb £= 12
2 xa + xb <=5

Enﬂ

Figure 2: Modelo primal - GUSEK

O Ul b WN =

(e) Seu chefe é um homem muito desconfiado, e nao acredita que a resposta que vocé encon-
trou é a Gtima (embora ele conhega os teoremas de dualidade e acredite neles). Como
vocé pode provar que a sua solugao é de fato 6tima? (DICA: convenga-o pela utilizacao
dos teoremas).

RESPOSTA:

Para provar que a solugao é 6tima (dado que o chefe de fato conhece e acredita nos
teoremas da dualidade), podemos usar a parte 2 do teorema fraco, ou seja: sejam z e v
valores das fungoes objetivo para os problemas primal e dual, respectivamente, se z = v,
entao as solugoes sao 6tima.

Dessa forma, basta resolvermos o problema dual e verificar se o custo é o mesmo do
primal. Usando o software GUSEK temos o seguinte modelo dual (Figura 3):

Minimize

12 pil + 5 pi2
Subject to

2 pil + 2 pi2 >= &0
3 pil + pi2 >= 70
End

Nogph, W

Figure 3: Modelo dual - GUSEK

Com solucio 6tima 77 = (m,m) = (20,10) e lucro total de 290. Assim, como v = z
sabemos que de fato a solucao primal é 6tima
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4. (R) Considerando os modelos primal-dual encontrados no exercicio la, adicione as folgas aos
modelos e crie os relacionamentos entre as varidveis de um e as folgas da outro (relagdo dada
pelo teorema das folgas complementares). Em seguida resolva o modelo primal pelo método
grafico, e use os relacionamentos para encontrar a solugao do problema dual. Verifique se as
solugoes sao de fato Gtimas (também usando os teoremas).

RESPOSTA:

Sabemos que cada restricao primal estd associada a uma varidvel dual. Ainda, pelo teorema
das folgas complementares (TFC), cada varidvel de folga da restrigdo também estd ligada &
sua respectiva varidvel dual. Portanto, escrevemos as varidveis de folga (x3,24,25) para o
problema primal:

maxz= 5xr; + 219
X “+xs3 =3
T2 +x4 =
X1 + 2172 +ZC5 = 9
X ; xTo Z 0

Pelo TFC, deduzimos as seguintes condigoes entre as variaveis de folga e as variaveis do dual,
que devem se manter na otimalidade:

Tr3m = 0
LTyTo = 0
T5T3 = 0

J& o modelo dual com as varidveis de folga w4 e m5:

minv= 3m + 4m 4+ O9mg
T + T3 —T4 =5
T2 + 27T3 —Ts =2
st 5 T2 5 T3 ZO

Da mesma forma, deduzimos as seguintes condigoes entre as folgas duais e as varidveis primais:
a1 = 0
T5Ly — 0

Assim, o conjunto completo de relagoes fica:

3T =0
LT =0
T5T3 =0
T4 =0
52 =0

Resolvendo o modelo pelo método grafico, temos que a solugdo Gtima é (w1,z2)7 = (3,3),
como mostrado na Figura 4

Ao substituirmos os valores de 1 e xo nas equagoes do primal, obtemos os valores das folgas,
portanto temos que:
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BN W on
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Figure 4: Solucao 6tima primal ex. la

T =3
To = 3
Tr3 = 0
Ty = 1
z5 =0
Com esses valores e usando as relagoes do TFC, sabemos que mo = w4 = 75 = 0 (pois

x1 >,x9 > 0,24 > 0). Ao removermos essas varidveis nulas no sistema de equagoes dual,
temos que:

T+ T3 = 5

27‘(3 =2

De forma que a solucao do sistema nos da 73 =1 e m = 4.
Podemos confirmar que a solucao é étima pois temos que os valores das fungoes objetivo primal
(z) e dual (v) sao iguais: z = 5(3) +2(3) = v =3(4) + 9(1) = 21.

5. (R) Uma nutricionista deseja montar uma dieta a custo minimo, com base em 6 alimentos
diferentes (chamados 1,2,3,4,5,6). A dieta deve atingir as quantidades minimas de vitamina C
e A de 19 e 9 unidades. Cada kg de alimento contribui com uma quantidade de vitamina A e
C, e tem um custo, como mostrados na Tabela 1:

(a) Escreva o modelo de PL referente ao problema da dieta.

RESPOSTA:
Sejam as variaveis:

{xi Quantidade usada do alimento i, ¢ = 1, ...6




Pesquisa Operacional I - Dualidade: Modelos e Teoremas Alexandre Checoli Choueiri

Numero de unidades de
nutriente por kg de comida
Vitaminas 1 2 3 4 5 6

Demanda minima
de vitaminas

Vitamina A 1 0 2 2 1 2 9
Vitamina C 0 1 3 1 3 2 19
Custo/kg

do alimento 35 30 60 50 27 22

Table 1: Tabela de alimentos e componentes nutricionais

minimizar 35z + 30xs + 60x3 + 50x4 + 2725 + 2224
Sujeito a r1 + 2x3 + 224 + x5 + 2206 > 9
To + 3x3 + x4 + 325 + 16 > 19
2;>04=1,...6

(b) Um vendedor de suplementos deseja convencer a nutricionista a comprar as suas pilulas
de vitamina A e vitamina C, ao invés de atingir os valores por uma dieta alimenticia. No
entanto, ele sabe que os valores cobrados pelas pilulas (71 e m2) devem compensar para
a nutricionista, ao mesmo tempo que devem gerar lucro para ele. Crie o modelo para o
vendedor de pilulas.

RESPOSTA:
O modelo do vendedor ¢ justamente o dual do modelo da nutricionista. Sejam as varidveis:

{771 : Prego da vitamina A em forma de pilula (reais/unidade)

7o+ Preco da vitamina B em forma de pilula (reais/unidade)

maximizar 91 +1979
Sujeito a ™ < 35
T <30
2m1+3me < 60
2mi+me <50
m+3my < 27
2m+2my < 22

m, Ty 2> 0

(¢) O vendedor conseguiu descobrir a solugdo étima referente ao modelo da nutricionista,
com valores Z1 = (0,0,0,0,5,2). Com base nessa solugao, encontre os pregos 6timos para
o problema do vendedor, bem como o seu lucro total (usando a resposta encontrada).
RESPOSTA:
Sabemos que a solucdo do problema (primal) é z = (0,0,0,0,5,2)”. Como a cada variavel
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primal esta associada uma restricao dual, e ainda, pelo teorema das folgas complementares
sabemos que as restri¢oes referentes as varidveis zs e g devem ser justas. Assim, temos

o seguinte sistema de equacoes lineares no problema dual:

1 +3’/T2 =27
27’(’1 +27T2 =22

Resolvendo por pivotamento, temos entao que m = (71, m2) =

total do vendedor é de 93 +19 %8 = 179.

max z = 211 + bxs + 3xz3 + 4y
T + 3(1)2 + 2(113 + 31‘4
4$1 + 61‘2 + 51‘3 + 7:1'4

;>0 i=1,..5

(3,8). Dessa forma, o lucro

6. (R) Pelas relagoes existentes entre os problemas primal-dual, podemos escolher a maneira mais
facil de se obter uma resposta, seja resolvendo o dual ou o primal.

Considere o modelo abaixo:

+ I5
+ x5 <6
+ x5 < 15

Encontre a solu¢ao do modelo usando o dual e o teorema das folgas complementares (confirme

a sua resposta encontrando a solugao pelo solver GUSEK).
RESPOSTA:

Sabemos que para cada restricao do primal existe uma variavel dual. Dessa forma, o mod-
elo dual é composto de apenas duas varidveis, o que permite visualizarmos a regiao factivel

graficamente. O modelo dual fica:

6m1+15ms
T +4my
3m1+672
271 +5mo
3m1+7mo

T1+72

minimizar
>2
>5
>3
>4
>1

Sujeito a

T, Ty > 0

Plotando a regiao factivel, vetor gradiente e uma curva de nivel, temos (Figura 5): Pela regiao
factivel e vetor gradiente percebemos que a solucao étima se da na intersecao das restrigoes 1
e 2 do problema dual. Sabemos também que cada restricao dual estd vinculada a uma varidvel

primal, como mostrado abaixo:

minimizar

Sujeito a

67 +15my
1 +4me
3m1 4679
21 +572
3m+T7o

T+

1, T2 2 0

>2—=x
>5— a9
>3 =3
>4 —xy
>1— x5
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Figure 5: Regiao factivel problema dual

Ainda, sabemos que pelo teorema das folgas complementares, as variaveis de folga do dual
estao atreladas as variaveis do primal, sendo que quando uma tem valor estritamente positivo,
a outra deve ter valor zerado. Como as restri¢oes 1 e 2 sdo ativas, sabemos que as outras ndo
sao, o que implica que suas folgas possuem valores > 0. Ainda, graficamente vemos que m; e
9 possuem valores. As varidveis ficam entao:

m >0
7T >0
w3 =0
T =0
w5 >0
g > 0
>0
g >0

Montando as relagoes do teorema das folgas complementares, temos que:
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marr=0—>27=0
morg =0 — x5 =0
7T3(E1:0
’/T4£E2:0
msr3 =0—>23=0
mgly =0 — 24 =0

7T7CU5:0—>(£5:0

mgreg =0 — 26 =0

Substituindo esses valores no modelo primal (forma padrao) ficamos com o sistema de duas
equagoes e duas variaveis:

xr1 + 3(E2 =6
41 + 629 = 15
Aplicando as seguintes operacgoes para deixar o sistema na forma canonica em relacao a xq e
ZTo:
- Lg — LQ — 4L1
- L2 — LQ/ —6
- L1 — Ll — 3L2

Temos o seguinte sistema equivalente:

T 23/2
ro = 3/2

Com valor da funcao objetivo de z = 10.5

10



