Pesquisa Operacional I - Simplex Fase I Alexandre Checoli Choueiri

Simplex Fase I
OBS: Diversos exercicios dessa lista podem ter suas solugoes verificadas usando o software GUSEK

1. Sabe-se que o método Simplex é composto por duas fases. Ambas utilizam o algoritmo
Simplex. Com base nisso, responda o que se pede:

(a) O que é a Fase I do método Simplex? Quando ela é utilizada?
RESPOSTA:
A fase I do método Simplex consiste no procedimento de encontrar uma solugao bésica
factivel inicial para o problema. Ela é usada quando as varidveis de folga nao formam
uma base factivel por si s6, ou seja, se existirem restricoes de igualdade ou desigualdade
do tipo >.

(b) Dé um exemplo em duas varidveis em que a Fase I precisaria ser aplicada e um em que
nao seria necessdrio (crie as inequacgoes e desenhe a regiao factivel).
RESPOSTA:
O modelo abaixo precisa que a Fase I seja aplicada, sua regiao factivel é mostrada no
grafico da Figura 1.

max z = I + T2
s.a: r1+x9 > 10

€1,T2 2 0

-12 -10 -8 -6

Figura 1: Regiao factivel modelo com Fase I

Ja o modelo abaixo nao precisa que a Fase I seja aplicada, sua regiao factivel é mostrada
no grafico da Figura 2.
max z = Iy + X2
s.a: r1 +xo <10
x1, 72 >0
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Figura 2: Regiao factivel modelo sem Fase 1

2. Resolva os modelos de PL a seguir. Para cada um mostre o caminho Simplex.
(a)
min z = 3z, + 229
s.a: r1 4+ xo > 10
r1+x2 > 15
z1,29 > 0

RESPOSTA:
Colocando o modelo na forma padrao:

min z = 3x1 + 2z
sa: xr1+x2—x3 =10
T+ T2 —x4=15
T1,%2,23,24 >0
Adicionando as varidveis artificiais @5 e @, e substituindo a fungao objetivo original pela
funcao artificial min w = 75 + Zg:
min w = a5 + Tg
s.a: x1 + xo — T3 +z5 =10
T+ 10 —x4+ Tg=15
x1,%2,23,24 > 0
Colocando no formato tabular, temos: (a Tabela 1 nao estd no formato candnico em

relagao as varidveis Ty, g, de forma que executamos as operagoes L1 < L1 — Ly e Ly <
L, — L3, gerando a Tabela 2 :
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6 -W

Ts T X1 X2 Tz X4 Ty Tg -W

0 0 0 0 1 1 0 =28 -2 1 1 0 0 -25
77 1 1 -1 0 1 0 10 r5 1 1 -1 0 1 0 10
77 1 1 0 -1 0 1 15 Te 1 1 0 -1 0 1 15

xr1 X2 X3 X4 Ty Tg -W X1 X9 XT3 T4 Ty Tg -W

0 0 -1 1 2 0 -5 0 0 0 0 1 1 0
rp 1 1 -1 0 1 0 10 r; 1 1 0 -1 0 1 15
zg O 0 1 -1 -1 1 5 g 0 0 1 -1 -1 1 5

Tabela 5: Ex. 2a Tabela nao canonica

Tabela 3: Ex. 2a iteragao 1 Tabela 4: Ex. 2a iteragao 2 (6timo artificial)

Como nao temos variaveis artificiais na base e a funcao objetivo artificial é w = 0, en-
contramos uma solucao bdsica factivel. Removemos as colunas referentes as varidveis
artificias e inserimos novamente a fungao objetivo original z. Com a nova funcao a Ta-
bela deixa de ser candnica em relagdo as varidveis bdsica (21 e x3). Portanto realizamos
a operacao Ly < Ly; — 3Ls, gerando a Tabela 6.

X T2 I3 Ty -Z T T2 I3 Ty -Z

3 2 0o 0 O 0 -1 0 3 45
ry 1 1 0 -1 15 rp 1 1 0 -1 15
zz 0 0 1 -1 5 zz 0 0 1 -1 5

Tabela 6: Ex. 2a Tabela na forma candnica

T To T3 Ty -7

1 0 0 2 -3
2z 1 1 0 -1 15
x5 0 0 1 -1 5

Tabela 7: Ex. 2a iteragao 1 (6timo)

Solugdo Gtima com valores 25 = (z9,23) = (15,5) e 2% = (21,24) = (0,0) e fungio

objetivo com custo 30. O caminho Simplex é mostrado na Figura 3, iniciando no ponto
A e passando ao ponto B (6timo). Note que uma das restri¢oes é irrelevante para o
problema, ou seja, poderia ser removida e regiao factivel permanece a mesma.
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Figura 3: Caminho Simplex

max z = 2x1 + 32
sa: 1+ =3
T+ 229 < 4
r1,x0 >0

RESPOSTA:
Colocando o modelo na forma padrao:

min z = —2x7 — 329
sa: r1+xa =3
1+ 222 + 23 =4
x1,22 >0
Adicionando as varidveis artificiais 74 e @5, e substituindo a funcéo objetivo original pela
funcao artificial min w = x4 + T5:
min w = 24 + X4
xr1 + T2 +24 =3
1 +2x9 + a3+ T5=4
x1, 72 >0
Colocando no formato tabular, temos: (a Tabela 8 nao estd no formato canoénico em

relacao as varidveis x4, 5, de forma que executamos as operacoes L1 < L1 — Ly e Ly +
Ly — L3, gerando a Tabela 9 :

Com o fim da Fase I, removemos as colunas referentes as variaveis artificiais e reinserimos
a fungao objetivo original min z = —2x; — 3z (Tabela 12). Com essa insergao o sistema
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Ty Ty W xr1 T2 XT3 T4 Ty -W

o 0 0o 1 1 0 203 -1 0 0 -7

77 1 1 0 1 0 3 Zq 1 1 0 1 0 3

77 1 2 1 0 1 4 | 2 1 0 1 4

Tabela 8: Ex. 2b Tabela inicial (ndo canonica) Tabela 9: Ex. 2b Tabela candnica

€ To T3 T4 Ts -w T1 T2 T3 Tg Tz W

42 0 1/2 0 3/2 -1 0O 0 0 1 1 0

iy 1/2 0 -1/2 1 -1/2 1 ry 1 0 -2 102

z (12 1 1/2 0 1/2 2 2 0 1 1 -1 1 1

Tabela 10: Ex. 2b iteracao 1 Tabela 11: Ex. 2b iteracao 2 (6timo artificial)

deixa de estar na forma canonica em relacao as variaveis bésicas, de forma que devemos
executar as operagoes Lo < Lo + 2Ly e Ly < Lo + 3Ly (Tabela 13) Temos que ao

X T2 I3 —z T i) I3 —z
-2 -3 0 0 0 0 1 7
z; 1 0o -1 2 zy 1 0o -1 2
2 0 1 1 1 z2 0 1 1 1
Tabela 12: Ex. 2b (ndo canénica) Tabela 13: Ex. 2b Tabela canénica (6timo)

deixar a Tabela canonica, nenhuma varidavel da funcao objetivo é menor do que zero
(¢ > 0), que é o critério de parada do algoritmo Simplex, ou seja, a solucao atual é 6tima
com z5 = (z1,22) = (2,1) e 2k = (x3) = (0), com custo z = —7. Como fizemos a
transformagao da fungao objetivo para minimizacao, o custo original para o problema de
maximizagao é z = 7.

A regiao factivel é o segmento de reta mostrado na Figura 4, e a solucao factivel inicial
ja é a 6tima no caminho Simplex, dada pelo ponto (z1,x2) = (2,1) (D na Figura).

max z = 6x1 — X9
s.a: dry + a0 < 21
2z1 + 322 > 13

1 — T2 = -1

r1,72 >0

RESPOSTA:
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Figura 4: Caminho Simplex

Colocando o modelo na forma padrao:

min z = —6x1 + a9
4z + 29 + 23 =21
201+ 3x9y —x4 =13
—r1 + 29 =1
T1,x2 >0

34 3638 4742 44 46 48

Adicionando as varidveis artificiais 5,76 e @7, e substituindo a fungao objetivo original
pela funcao artificial min w = &5 + 2¢ + @7:

min w = Ty + Tg

+ 7

4z + 22+ T3 +T5 =21
201 +3x2 —x4+ T =13
—T1 + X9 T7r =1
T1,T2 >0

Colocando no formato tabular, temos: (a Tabela 14 nao estd no formato canénico em
relagdo as variaveis &y, T4, €7 de forma que executamos as operacgoes L1 < Li — Lo,
Li+ Ly — L3, e Ly < Ly — Ly gerando a Tabela 15 :
Solucao otima artificial, agora removemos as colunas referentes as variaveis artificiais
e reinserimos a funcdo objetivo original min z = —6xz1 + 22 (Tabela 19). Como essa
Tabela nao esta na forma candnica em relagado as variaveis basicas x1, xs, r3, realizamos
as seguintes operagoes:Lq <— L1 +6Ls e Ly < Ly — Lo (Tabela 20).

Solucgdo 6tima com x5 = (z1,29,24) = (4,5,10) e 2§ = 23 = 0 e 2 = —19, como
transformamos o problema de max para min, o valor original de z é 19. O caminho
Simplex é mostrado na Figura
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ry T2 T3 T4

s Tg T7 -W r1 Ty X3 T4 Ty Tg Ty W
0 0 0 0 1 1 1 0 5 5 -1 1 0 0 0 -35
774 1 1 0 1 0 0 21 75 4 1 1 0 1 0 0 21
772 3 0 -1 0 1 0 13 T 2 3 0 -1 0 1 0 13
77 -1 1 0 0 0 0 1 1 Z7 b=l 1 0 0 0 0 1 1
Tabela 14: Ex. 2¢ Tabela inicial (ndo canonica) Tabela 15: Ex. 2c¢ Tabela candnica
Tr1 ITo T3 T4 Ty Tg Ty -W r1 T2 T3 T4 Ts Te xT7  -W
0 [=15/4" 1/4 1 5/4 0 0 -35/4 0 0 [=1/2° -1/2 1/2 3/2 0 -5
z, 1 '1/4 1/4 0 1/4 0 0 21/4 x 1 0 | 3/10 1/10 3/10 -1/10 0 5
G 0 5/2  l2sE2 i 0E2 oz, 001 [-1f5 -2/5 -1/5 2/5 0 1
z7 0 5/4 1/4 0 1/4 0 1 25/4 z7 0 0 1/2 1/2 1/2 -1/2 1 5
Tabela 16: Ex. 2c Tabela iteracao 1 Tabela 17: Ex. 2c Tabela iteracao 2
xT1 To XT3 X4 T5 Tg x7 -W
0 0 0 0 1 1 1 0
;1 0 0 -1/5 0 1/5 -3/5 2
o 0 1 0 -1/5 0 1/5 2/5 3
z3 0 0 1 1 1 -1 2 10
Tabela 18: Ex. 2c Tabela iteragao 3 (6timo)
I X2 X3 T4 —Zz X1 X9 I3 Ty —Z
-6 1 0 0 0 0 0 0 -1 9
ry 1 0 0 -1/5 2 ry 1 0 0 -1/5 2
ro 0 1 0 -1/5 3 o O 1 0 -1/5 3
z3 0 0 1 1 10 z3 0 0 1 1 10
Tabela 19: Ex. 2c¢ Tabela nao canonica com z Tabela 20: Ex. 2c¢ Tabela canonica com z
Ty T2 I3 T4 —Z
0 0 1 0 19
ry 1 0 1/5 0 4
e 0 1 1/5 0 5
zg O 0 1 1 10

Tabela 21: Ex. 2c iteracao 1 (6timo)

A regiao factivel é o segmento de reta mostrado na Figura 4. O caminho Simplex parte
do ponto A e vai até o ponto B. Note que a Figura 5 apresenta a regiao vermelha somente
para visualizagao, a regiao factivel é somente o segmento de reta em azul.
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Figura 5: Caminho Simplex ex. 2¢

3. (ENADE 2018) Uma pequena empresa fabrica apenas os produtos X e Y, em uma tnica

maquina, que funciona durante 300 horas por semana. O gerente decidiu rever seu mix de
producdo (quantidade fabricada de cada produto) porque tinha a sensacao de estar fazendo
algo errado e achava que poderia, de alguma maneira, aumentar seu lucro. Para isso, pediu
ajuda a um engenheiro de producao, que fez diversas entrevistas e resumiu os dados adicionais,
relevantes para o problema, na Tabela 3.

Produto X Y
Tempo de producao (hora/unidade) 1 4
Demanda minima (unidades/semana) 50 50

Margem de contribuigdo para o lucro (R$) 80 40

Tabela 22: Resumo informagoes

O gerente explicou ao engenheiro que havia adotado o mix de produgao atual porque acreditava
ser mais interessante fabricar e vender o maximo possivel do produto de maior margem de
contribuicao para o lucro e usar o resto da capacidade para produzir e vender o maximo possivel
do outro produto de menor margem de contribui¢ao. Crie o modelo de PL para otimizar
a producao, encontre a solucao 6tima usando o método Simplex e determine graficamente

o caminho Simplex (considere que todo o excesso produzido além da demanda semanal é
vendido).

RESPOSTA:
Temos os seguinte modelo para o problema:

. . x1 : Quantidade produzida do produto X
Sejam as varidveis: ] ]
2o : Quantidade produzida do produto Y
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max z = 80x1 + 40z,
r1 + 4rs < 300

T 2 50
1,22 >0
Colocando na forma padrao:

min z = —80x; — 40x9
xr + 4.’L‘2 + T3 = 300
T — T4 =50
T2 — X5 =50
x1,22 20

Adicionando as varidveis artificiais zg,77 e Ty, e substituindo a funcao objetivo original pela

fungao artificial min w = zg + 27 + os:

min w = &g + £7 + Ty

Ty + 4xo + 23 + Tg =300
T — Iy +27 =50
To — 5 + 2g = 50

x1, w2 >0

Colocando no formato tabular, temos a Tabela 23, que nao esta no formato canoénico em relagao
as variaveis g, T7, Tg de forma que executamos as operagoes Ly < Ly — Lo, L1 < L1 — L3, e

Ly < Ly — L4 gerando a Tabela 24 :

—w

Ty Xy X3 T4 T5 Tg Ty Tg Ty Ty X3 Ty Ts Tg LTy Ty —W

0 0 0 0 0 1 1 1 0 -2 -5 -1 1 1 0 0 0 -400
71 4 1 0 0 1 0 0 300 26 1 4 1 1 0 0 300
771 0 0 -1 0 0 1 0 50 7 1 0 0 10 0 1 0 50
70 1 0 0 1 0 0 1 50 2z 0 1 0 0 -1 0 0 1 50

Tabela 24: Ex. 3 Tabela candnica

ry To T3 T4 Ty Tg Ty Tg —W T To XT3 Ty Ty T T7 Ty —W

20 -101 4 0 0 -150 -1 0 0 1 0 1 0 -50
g 1 0 1 0 4 1 0 -4 100 Ts 1/4 0 1/4 0 1 1/4 0 -1 25
7 1 0 0 -1 10 0 1 0 50 z7 1 0 0 -1 0 0 1 0 50
zo 0 1 0 0 -1 0 0 1 50 To 1/4 1 1/4 0 0 1/4 0 0 75

Tabela 25: Ex. 3 iteragao 1

Tabela 26: Ex. 3 iteracao 2
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T ) T3 T4 Is I_ﬁ f7 xTs —w

0 0 0 0 0 1 1 1 0
xzs 0 0 1/4 1/4 1 1/4 -1/4 -1 25/2
zv 1 0 O -1 0 0 1 0 50
a0 1 1/4 1/4 0 1/4 -1/4 0 125/2

Tabela 27: Ex. 3 iteragao 3 (6timo artificial)

Como chegamos ao 6timo artificial, podemos remover as colunas artificiais e reinserir a funcao
objetivo original z = —80x7 — 40z5 (Tabela). Com essa nova insercao a tabela deixa de estar
na forma candnica, realizamos as operagoes Ly < L1 +80L3 e Ly < Li +40L, (Tabela ).

T X9 T3 Ty Is —z X1 To T3 Ty xIs —Zz
80 -40 O 0 0 0 0 0 40 1 -70 0 6500
rs 0 0 1 1/4 1 25/2 s 0 0 1 1/4 1 25/2
r1 1 0 0 -1 0 50 ry 1 0 0 -1 0 50
o 0 1 1 1/4 0 125/2 xo 0 1 1 1/4 0 125/2
Tabela 28: Ex. 3 tabela nao candnica com z Tabela 29: Ex. 3 tabela canonica com z
1 T2 X3 Ty Ts —Zz
0 0 320 0 280 10000
zqs O 0 4 1 4 50
1 1 0 4 0 4 100
9 0 1 0 0 -1 50

Tabela 30: Ex. 3 iteragao 1 (6timo)

Solugdo étima com =5 = (24,71, 22) = (50,100,50) e 2%, = (23, 25) = (0,0) e valor objetivo
de z = —10000. Como transformamos o problema em minimizacao, o valor da funcao objetivo
é de 10000. A Figura 6 mostra a regiao factivel e o caminho Simplex (iniciando no ponto A e
terminando em B):

10
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Figura 6: Caminho Simplex ex. 3
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