Pesquisa Operacional I - Simplex Fase 11 Alexandre Checoli Choueiri

Simplex Fase 11
OBS: Diversos exercicios dessa lista podem ter suas solugoes verificadas usando o software GUSEK

1. O que é uma solugao basica? O que é uma solucao basica factivel?

RESPOSTA:
Uma solugao bésica é aquela em que n — m varidveis possuem valores = 0 (chamadas de z

ou nao bdsicas), e m varidveis possuem valores diferentes de 0 (zp, ou bésicas). Se todos os
valores das varidveis basicas xp > 0, a solucao é dita bdsica factivel.
2. Para cada um dos modelos de PL a seguir, escreva-o na forma padrao.

(a)
max z = bxry + 229
10x7 + 1225 > —60
2£E1 + 2 = 6

r1,72 >0

RESPOSTA:
Multiplicando a fungao objetivo por -1 e deixando na forma de minimizacao. Multipli-
cando a primeira restricao por -1 para deixar 60 positivo e adicionando a variavel de folga

3, 0 modelo fica:

min z =  —5xy — 219
—10x; — 1229 + x3 =60
211 + To =6
X y i) s T3 Z 0

max z = 10z + Txo
2LE1 + 2o + 3 §5000
4xq1 + Hrey >15000

x1 > 0, x5 irrestrito

RESPOSTA:
Multiplicando a funcao objetivo por -1 para deixar na forma de minimizagao. Como xo

é irrestrito, fazemos a transformagao o = x5 — z, . Adicionando uma varidavel de folga
na primeira restrigao (z4) e subtraindo uma da segunda (z5) para deixd-las na forma de
igualdade, temos o modelo:

minz= —10z; — T(z5 —x5)
21y + (962+ —z5) 4+ x3 + T4 = 5000
dz;  +  5(zg —xy) — x5 = 15000
T , :E;',x; , wx3 x4 x5>0
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(c)

min z = 2z + 39
r1+3x9 > 9
—x1 + 229 < 4
1+ 22 <6

1,22 >0

RESPOSTA:
Removendo uma varidvel de folga da primeira inequagao (x3) e adicionando outras duas
nas restri¢oes 2 e 3 (x5 e x5), temos o modelo:

minz = 2xr; + 3z
€1 4+ 3x2 - 3 =9
—X1 + QIQ + XTq =4
€1 -+ T2 + x5=6
T , To ., x3 , my , x52>0

3. Certo problema de programacao linear que envolve 2 varidveis possui a regiao factivel indicada
na Figura 1. O objetivo é maximizar o lucro total das duas variaveis. O lucro unitario para

A

2 [(0.7)

(8,0)
= >

X

Figura 1: Regiao factivel

cada unidade de 21 é de R$1.00 e o lucro unitario para cada unidade de x5 é R$2.00.

(a) (0.5) Calcule o lucro total para cada solucao bésica factivel. Use esta informagao para
encontrar a solugao étima. RESPOSTA:
As solugbes basicas factiveis sdo dadas pelos pontos de interse¢ao na regiao factivel. Os
pontos com os custos sao dados por:
- (0,0): custo =0
- (0,7): custo = 14
- (5,5): custo = 15
- (6,4): custo = 14
- (8,0): custo = 8
Temos que a solugdo Gtima é dada por (z1,x2) = (5,5), com lucro de 15.
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(b) (0.5) Identifique a sequéncia de solugoes basicas factiveis examinadas pelo método simplex

para chegar a uma solugao 6tima (sem aplicar o método). Por que esse caminho ocorre?
RESPOSTA:

O caminho seguido pelo Simplex é: (0,0) — (0,7) — (5,5). Esse caminho é seguido pois
na primeira iteragao a variavel xo é a mais vantajosa para entrar na base.

4. Para facilitar os célculos, os coeficientes de um modelo de PL sdo colocados em uma tabela
chamada tabela simplex. E muito importante entendermos os elementos dessa tabela. Consi-
derando a tabela simplex 1 apds um determinado nimero de iteragoes do algoritmo, responda
o que se pede:

X1 i) I3 Ty Is -Z
VB -7/2 0 3/2 0 0 6
777 -1/2 1 1/2 0 0 2
7772 0 -1 1 0 2
77 5/2 0 -3/2 0 1 3

Tabela 1: Tabela simplex

(a) Quais sdo e quais os valores das varidveis basicas da tabela (células com 77?7)? RES-

POSTA:

As varidveis basicas podem ser encontradas pela submatriz identidade na matriz dos co-
eficientes. Para cada linha dessa identidade, a varidavel que possui valor 1 é a variavel
bésica da linha. No caso da tabela, temos as varidveis bésica, e seus valores, na seguinte
ordem:

-1'2:2
-1‘4:2
_x5:3

Qual o valor da funcao objetivo nessa iteracao?

RESPOSTA:

O valor na tultima coluna da tabela fornece o valor de -z, de forma que a fungao objetivo
nessa iteracao é —6.

Existe alguma variavel que pode entrar na base e melhorar a fungao objetivo? Qual?
RESPOSTA:

As varidveis candidatas a entrar na base sao aquelas em que os coeficientes na fungao
objetivo sao negativos (¢ < 0). No caso temos que ¢y, referente a varidvel x; é -7/2, o
que a faz uma candidata a entrar na base.

Se existir uma varidvel candidata a entrar na base, quais serdo as candidatas a deixar a
base?

RESPOSTA:

Considerando que z; é um candidato a entrar na base, os candidatos a sair da base sao
definidos pela razao entre os coeficientes de b e da coluna referente a variavel que entra,
que sao > 0. Nesse caso, x5 nao é um candidato a sair da base, pois seu coeficiente na
coluna de x1 é -1/2. Os candidatos sao x4 e xs.

5. Considere o seguinte conjunto de restrigdes de um modelo de programacao linear (jd na forma
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padrao com as varidveis de folga):

Sx1 — 4axo + 1323 — 224 + 25 = 20
r1 —X9 +dr3—24+725=28
21,29 € RT
(a) Nota-se que o sistema nao estd na forma candnica. Verifique se a solu¢ao com varigveis
bésicas xp = (x5, 1) é uma solucao bésica factivel.
RESPOSTA:

Para que o sistema fique na forma canoénica em relagao a xy e x5, os elementos destacados
abaixo devem ser = 1, e os outros das mesmas colunas iguais a zero:

511 — 4xs + 1323 — 224 +@ — 20

@ — x5 +5r3—1x4+T5=28

z1,29 € RT

Podemos aplicar as seguintes operagoes nas linhas do sistema para isso:

—L2<—L2—L1
—LQ(—LQ/—4
—L1<—L1—5L2

Ficamos entao com o sistema equivalente:

—1/4xo + 3w3 — 3/414 +@ =5
@ —3/4xy  +2w3—1/dzy, =3

21,T9 € RT

Assim, temos que a solucao bésica com zp = (x5, 21) = (5, 3) é factivel, pois g > 0.
(b) Verifique se a solugado com varidveis basicas xp = (21, x2) é uma solucdo bésica factivel.

RESPOSTA:

Para que o sistema fique na forma canoénica em relagao a xy e 2, os elementos destacados

abaixo devem ser = 1, e os outros das mesmas colunas iguais a zero:

@—4$2+13ﬂ;3—21’4+$5:20
X1 —@ +5x3 — x4 + 5 =

Podemos aplicar as seguintes operagoes nas linhas do sistema para isso:
- L1 — L1/5
- LQ — L2 — L1
- Lo« Ly/(—1/5)
- Ly« L1+ (4/5).[/2
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Ficamos entao com o sistema equivalente:
@ + —Txs 4 2my + —3x5 = —12
@ — 1213 + 324 — dx5 = —20
T1,To € RT

Assim, temos que a solucao bdsica com zp = (x1,22) = (—12,—20) é infactivel, pois
rp < 0.

6. Para cada um dos modelos de PL abaixo, resolva-os usando o método Simplex (usando tabelas),
em seguida mostre o caminho Simplex percorrido na regiao factivel (graficamente).

(a) (R)

max z = dx1 + 229
10z1 + 1229 < 60

201+ 29 <6
L1, T2 Z 0
RESPOSTA:
Forma padrao:
min z = —5x1 — 219

10x1 + 1225 + x3 =60
2x1 + x9 + x4 =6

z1,w2 20
X1 To I3 Ty -7 T1 €To T3 Ty -Z
VB -5 -2 0 0 0 VB 0 1/2 0 5/2 15
xs3 10 12 1 0 60 xg 0 7 1 -5 30
gy 2 1 0 1 6 x 1 1/2 0 1/2 3
Tabela 2: Ex. 6a tabela inicial Tabela 3: Ex. 6a iteragao 1

Solugao 6tima com valores zp = (z3,21) = (30,3) ¢ zn = (z2,24) = (0,0) e fungao
objetivo com custo -15 (voltando ao problema de maximizagao o custo é de 15). O
caminho simplex percorrido foi: (x1,z2) = (0,0), (21, z2) = (3,0).

(b) (R)

max z = 10z, + Tzo
2131 + i) §5

4z + Sy <15
x1,72 >0
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RESPOSTA:
Forma padrao:

min z = —10x1 — 729
201 4+ x9 + 13 =5
41 + dx9 + x4 =15

x1,22 >0
T ZTo T3 Ty -Z T o T3 T4 -7
VB -10 -7 0 0 O VB 0 | -2 5 0 25
T3 2 1 1 0 5 1 1/2 1/2 0 5/2
xy 4 5 0 1 15 rg 0 3 -2 1 5
Tabela 4: Ex. 6b tabela inicial Tabela 5: Ex. 6b iteracao 1
Ty X2 T3 Ty -Z
vB 0 0 11/3 2/3 85/3
xz 1 0 5/6 -1/6 5/3
x 0 1 -2/3 1/3 5/3

Tabela 6: Ex. 6b tabela iteracao 2

Solugao 6tima com valores xp = (z1,22) = (5/3,5/3) e n = (x3,24) = (0,0) e fungao
objetivo com custo -85/3 (voltando ao problema de maximizagao o custo é de 85/3). O
caminho simplex percorrido foi: (21, z2) = (0,0), (x1,22) = (5/2,0), (21, 22) = (5/3,5/3).

(c) (R)

max z = 2x1 + 3x2

T+ 3r2 <9
—x1+ 225 <4
1+ a9 <6
1,72 >0
RESPOSTA:
Forma padrao:
min z = —2x7 — 39

X +3l’2 +I3 =9
—x1 + 229 + x4 =4
T+ x9 + x5 =6

Solugao 6tima com valores xp = (21,22, 24) = (9/2,3/2,11/2) e o = (x3,25) = (0,0) e
funcao objetivo com custo de -27/2 (voltando ao problema de maximizacao o custo é de
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Tabela 8: Ex. 6c iteragao 1

X1 ) T3 Xy ZIs Y/ X1 €To €T3 Ty Iy v/
vB 0 0 1/2 0 3/2 27/2
x 1 0 -1/2 0 3/2 9/2
x 0 1 1/2 0 -1/2 3/2
xy 0 0 -3/2 1 5/2 11/2

Tabela 9: Ex. 6c iteragao 2 Tabela 10: Ex. 6¢ iteracao 3

Figura 2: Caminho Simplex

27/2). O caminho percorrido pelo Simplex foi: (z1,22) = (0,0), (0,2),(6/5,13/5),(9/2,3/2).
O caminho é mostrado na Figura 2 (caminho A,B,C,D).

7. Encontre a solucao do problema a seguir, utilizando o método Simplex.

max z = 2x1 + 3x2 + 43
z1 + 22 + 23 < 100

2x1 + 29 <210

x1 < 80

T1,T2,73 >0
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RESPOSTA:
Forma padrao:

min z = —2x1 — 3xo — 423
Ty + a2 + x3 + x4 = 100
2rx1 4+ 9 + x5 = 210

z1 + 26 = 80

L1,T2,X3,T4,Ts5 2 0

I T2 I3 Xy Ts5 Te R/ T X2 X3 T4 Iy Tg Y/
vB -2 3 4 0 0 0 O VB 2 1 0O 4 0 0 400
g 1 1 1 1 0 O 100 T3 1 1 1 1 0 0 100
x5 2 1 0 O 1 0 210 rs 2 1 0 O 1 0 210
e 1 o 0 0 O 1 80 Te 1 0O o0 0 0 1 80
Tabela 11: Ex. 7 tabela inicial Tabela 12: Ex. 7 tabela iteracao 1

Solucdo étima com valores xp = (3,25, 2¢) = (100,210,80) e x5 = (v1,22,24) = (0,0,0) e
funcao objetivo com custo -400 (voltando ao problema de maximizagao o custo é de 400).

8. Modele e encontre a solucao do seguinte problema (lista 1). Um sapateiro faz 6 sapatos por
hora, se fizer somente sapatos, e 5 cintos por hora se fizer somente cintos. Ele gasta 2 unidades
de couro para fabricar 1 unidade de sapato e 1 unidade de couro para fabricar uma unidade
de cinto. Sabendo que o total disponivel de couro é de 6 unidades e que o lucro unitério por
sapato é de 5 unidades e o do cinto é de 2 unidades, formular o modelo que maximize lucro
por hora.

RESPOSTA:

Sejam as varidveis:
21 : Quantidade sapatos produzidos/hora
29 : Quantidade cintos produzidos/hora.

Temos o modelo:
max z = 5rq + 229
].OIL'l + 121’2 S 60
2I1 + 1$2 S 6

X1,To € R+
Forma padrao:

min Z = —bx1 + —2x5
].OZL'l + 121’2 +x3 = 60
2561 —|—1I2+CE4 =6

o +
T1,T2,T3,Ts € R

Exercicio resolvido em 6a.




