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Conteudo

@ Obtendo a solucido dual pelo quadro 6timo primal
® Exemplo
© Primal factivel - dual infactivel

® Conclusao
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Obtendo a solucdo dual pelo quadro étimo primal
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Solucdo dual pelo quadro primal

Agora possuimos todas as ferramentas para mostrar que ao encontrarmos a solugcdo étima
do primal, automaticamente encontramos a solucdo 6tima do dual. Considere o par primal

dual, com o primal escrito na forma padr3o:

Primal
min z = ¢’ x
Ax=Db
x>0

Dual

maxz=7'b
ATr<c

T irrestrito
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Solucdo dual pelo quadro primal

Da mesma forma que fizemos antes, podemos particionar os problemas em relagdo as
varidveis basicas e ndo basicas do problema original:

Primal Dual

min z = c%xB + c%xN
Bxg +Nxy =b
x>0

maxv =7'b
BTTI' <cp
NTT(' <cy

T irrestrito
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Solu¢ao dual pelo quadro primal
Pelo teorema das folgas complementares, na otimalidade, as varidveis com valores > 0
no primal (xp) implicam varidveis de folga nulas no dual. Ou seja, apds a inser¢do das
folgas, sabemos que as restricOes referentes a essas variaveis no dual sdo de igualdade:
maxv = 7'b
BTT&' <cp

NT7T <cy
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Solu¢ao dual pelo quadro primal
Pelo teorema das folgas complementares, na otimalidade, as varidveis com valores > 0
no primal (xp) implicam varidveis de folga nulas no dual. Ou seja, apds a inser¢do das
folgas, sabemos que as restricOes referentes a essas variaveis no dual sdo de igualdade:
maxv = 7'b
BTT&' <cp

NT7T <cy

De forma que:

maxv = 7'b
BTT&' =Cp

NT7T <cpy
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Solu¢ao dual pelo quadro primal
Pelo teorema das folgas complementares, na otimalidade, as varidveis com valores > 0
no primal (xp) implicam varidveis de folga nulas no dual. Ou seja, apds a inser¢do das
folgas, sabemos que as restricOes referentes a essas variaveis no dual sdo de igualdade:
maxv = 7'b
BTT&' <cp

NT7T <cy
De forma que:

maxv = 7'b
BTT&' =Cp

NT7T <cpy

Aplicando a transposta em ambos os lados (lembre-se que (AB)” = BT AT):
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Solucdo dual pelo quadro primal

maxv =7m'b
B =ck

N7 <cn
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Solucdo dual pelo quadro primal

maxv =7m'b
B =ck

N7 <cn

Como podemos derivar uma solugdo genérica para m? (como isolar 7).
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Solucdo dual pelo quadro primal

maxv =7m'b
B =ck
N7 <cy

Como podemos derivar uma solugdo genérica para 7?7 (como isolar 7). Multiplicando
ambos os lados da igualdade por B~

maxv =7'b

! =ckB™!

NTTl' <cy
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Solucdo dual pelo quadro primal
Chegamos entdo ao modelo equivalente:

maxv =7'b
7l = ch_1

N7 <cy
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Solucdo dual pelo quadro primal
Chegamos entdo ao modelo equivalente:

maxv =7'b
7l = CEB_1
NT 7 <cn

Que nos fornece uma forma também genérica de calcular os valores duais, em fun¢3o da
inversa da base primal:
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Solucdo dual pelo quadro primal

Se olharmos a tabela genérica do Simplex, percebemos que esse mesmo termo aparece na
linha da func3o objetivo, abaixo das varidveis n3o bésicas. Analisando o termo da tabela
com mais cuidado, distinguimos um caso em que o célculo fica simplificado.

XB XN —Z

7rT:c£B_1 T 1
0 & —ctB'N —cLB™'b
I B~ !N B~ 'b

Alexandre Checoli C iri DEP - UFPR : A inversa: Simplex & Dualidade Il 10/53




Solucdo dual pelo quadro primal

Embora o termo esteja em fun¢do dos coeficientes ndo bdsicos, podemos usa-lo para
analisar quaisquer termos da fung3o objetivo, basicos e ndo bdsicos, de forma que c%
s3o os coeficientes que queremos atualizar na fo (c¢!), e N a submatriz composta pelas
colunas referentes a esses coeficientes (A4;).

DADOS NAO BASICOS QUAISQUER VALORES
ck —cLbB !N cf —chB A

Lembrando que c% e N s3o coletadas da matriz original. O que acontece se usarmos os
dados das varidveis de folga para esse calculo?
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Solucdo dual pelo quadro primal

T _ JTRp-1
cy—cgB™ N

vB -1 -2 0 0 0 O
1 1 1 0 0 6
1 -1 0 1 0 4
-11 0 0 1 4

Sempre os coeficientes das varidveis de folga (no inicio do quadro) sdo nulas.
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Solucdo dual pelo quadro primal

™ TR-1
cy —czpB™ N

VvB -1 -2

—_
—

o O~ O

o = OO

— o O O

= ok O O

De forma que C% = 0.
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Solucdo dual pelo quadro primal

vB -1 -2 0 0 0 O
1 1 1 0 0 6
1 -1 0 '1 0 4=—
-1 1 0 0 1 4

Ainda, a submatriz composta pelas colunas das varidveis de folga no inicio do Simplex
também sempre serd a identidade (1) (no Simplex Fase | serd a matriz das var. artificiais).
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Solucdo dual pelo quadro primal
Ou seja, no caso das variaveis de folga:
T _
L.cy=0
2. N=I
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Solucdo dual pelo quadro primal
Ou seja, no caso das variaveis de folga:

T _
L.cy=0
2. N=I
O que faz o termo ficar:

T Tp—1 Tp—1 T
cy —cpB N =—c,B " =—
N B N ; , B Q0
0
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Solucdo dual pelo quadro primal
Ou seja, no caso das variaveis de folga:

T _
L.cy=0
2. N=I
O que faz o termo ficar:

T Tp—1 Tp—1 T
cy —cpB N =—c,B " =—
N B N ; , B Q0
0

Que é exatamente o negativo da expressdo que encontramos para o problema dual:

7l =ckB™!

(lembre do negativo)!
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Solucdo dual pelo quadro primal

Retomando o caminho da conclusdo

max v =n'b
BT7T <cp
NTx <cpy

7 irrestrito

Partimos da definigdo do problema dual, considerando os termos separados em bdsicos e n3o basicos.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Retomando o caminho da conclusdo

max v =n'b
BT7T <cp
NTx <cpy

7 irrestrito

Com isso chegamos a uma expressdo para a solugdo dual em fungdo de pardmetros do primal.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Retomando o caminho da conclusdo

max v=n'b
BTﬂ' <cp
NTx <cpy

T irrestrito

XB XN —Z2
0 (c—cLB'N) cEB™'b
I B™!N B~ 'b

Percebemos que a expressdo da solu¢do dual estd contida na prépria tabela genérica do Simplex.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Retomando o caminho da conclusdo

max v =rn'b
BT71' S Cp
N'x <cn

7 irrestrito

—cEB7t = 4T
XB XN —z

€T €T xX x X -7

S e 0 (ck—cEB'N) —cLEB™'b
VB -1 -2 [0 [0 [0 o I BN B-'b

1 1 1 0 0 6

1 -1 0 1 0 4

11 0 0 1 4 t\_/

E que ao considerarmos somente os termos acima da matriz identidade inicial, os custos atualizados na

funcdo objetivo sdo exatamente iguais ao negativo da solucao dual.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Conclusao
Os termos da fungdo objetivo referentes a matriz identidade inicial (ou varidveis de folga
ou artificiais), representam o negativo da solugdo do problema dual, de forma que ao
resolvermos o primal pela tabela Simplex, automaticamente encontramos também
a solucdo do dual (o seu negativo!).
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Solucdo dual pelo quadro primal

Conclusao
Os termos da fungdo objetivo referentes a matriz identidade inicial (ou varidveis de folga
ou artificiais), representam o negativo da solugdo do problema dual, de forma que ao
resolvermos o primal pela tabela Simplex, automaticamente encontramos também
a solugcao do dual (o seu negativo!).

Atencao

Como no caso da inversa, os valores duais estdo acima da matriz identidade original. Se
usarmos variaveis artificiais e quisermos coletar o valor dual:

1. Nao remover as colunas artificiais ao final da fase I.

2. Ao resubstituir a funcdo objetivo original, inicializar os coef. das varidveis artificiais
= 0 (ndo usar esse valores como varidveis para entrar na base).

3. No final da otimizag3o, os valores duais sdo os coef. das varidveis artificiais.
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Exemplo
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

Considere o seguinte par primal-dual de PLs:

max z = 11 + 229 min v = 67 + 47y + 473
T1+ 29 <6 T +m—m3>1
r1— 22 < 4 m — Ty + 73 > 2
1429 < 4 m,m2 >0

xi,29 >0
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

I T2 I3 Ty Is -Z X1 To T3 Ty Is -7
vB -1 -2 0 O 0 0 VB 0 0 3/2 0 1/2 11
1 1.1 0 0 6 2 1 0 1/2 0 -1/2 1
1 -1 0 1 0 4 x4 O 0 0 1 1 8
-101 0 0 1 4 x2 0 1 1/2 0 1/2 5

O quadro inicial e o quadro étimo para o problema primal sio mostrados acima.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

I T2 I3 Ty Is -Z X1 To T3 Ty Is -7
VB -1 2 0 0 © o VvB 0 o0 3/2 0 1/2 11
1 11 0 0 6 2 1 0 1/2 0 -1/2 1
1 -1 [0 1 0 4 x4 O 0 0 1 1 8
-101 0 0 1 4 x2 0 1 1/2 0 1/2 5

Verificando os elementos acima da identidade no quadro inicial.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

—T —T9g —T3

I T2 I3 Ty Is -Z X1 To T3 Ty Is -7
VB -1 -2 [0 [0 0 o VB 0o o0 [32 0 1/2 1
1 11 0 0 6 2 1 0 1/2 0 -1/2 1
1 -1 [0 1 0 4 x4 O 0 0 1 1 8
-101 0 0 1 4 x2 0 1 1/2 0 1/2 5

Sabemos que na otimalidade eles sdo o negativo da solu¢do dual, ou seja, —.
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

Lembrando que para deixar o problema na forma padrdo fizemos
max z = —min z

Assim, temos que, para voltar a fun¢do original, multiplicamos os termos novamente por
-1, o que gera:

1. —m =-3/2—>m =3/2
2. —7T2:—0—>7T2:0
3. —7T3=—1/2—>7T3=1/2
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

Substituindo as solugdes primal-dual z”
(1.5,0,0.5) nos modelos, temos:

max z = x1 + 29
T1+ 29 <6
T, — X9 < 4
—x1+ax2 <4
x1, 22 >0

Alexandre Checoli Choueiri

(x1,22) = (1,5) e i (1, ma, 73)

min v = 67y + 47 + 473
T+ me — 73 > 1

T — Mo + 73 > 2
w1, m9 >0
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

Substituindo as solugdes primal-dual 7 = (z1,72) = (1,5) e 77 = (w1, 7o, T3) =
(1.5,0,0.5) nos modelos, temos:

max z=14+2-5=11 mnv=6-15+4-04+4-05=11

1+45<6=6<6 1.540-05>1=12>1

1-5<4=-4<4 1.5—-0405>2=22>2

—14+5<4=4<4 my,me > 0
r1,x2 >0
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Solucdo dual pelo quadro primal

Exemplo

Vemos que todas as restricbes sdo satisfeitas, e z = v, o que, pelo teorema fraco da
dualidade garante que as solu¢bes x e 7 sdo 6timas para seus respectivos problemas.

max z=14+2-5= 11V mnov=6-15+4-0+4-0.5=11v

145<6=6<6V 1.540-05>21=1>1v

1-5<4=-4<4v 1.5-0+05>2=2>2/

—1+5<4=>4<4v 71,7 > 0
T, 9 > 0
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Primal factivel - dual infactivel
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Primal factivel - dual infactivel

Agora que sabemos que no quadro Simplex, além de obtermos a solucdo a partir de uma
base B, obtemos também uma solugao para o problema dual. No entanto, sé analisamos a
solugdo ja considerando a base étima (dltimo quadro), mas nao sabemos o que ocorre
com a solucao dual nas iteracdes intermediarias do algoritmo. Seja novamente o
par primal-dual:
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Primal factivel - dual infactivel

Agora que sabemos que no quadro Simplex, além de obtermos a solucdo a partir de uma
base B, obtemos também uma solugao para o problema dual. No entanto, sé analisamos a
solugdo ja considerando a base étima (dltimo quadro), mas nao sabemos o que ocorre
com a solucao dual nas iteracdes intermediarias do algoritmo. Seja novamente o
par primal-dual:

max z = x1 + 2x9 min v = 67 + 4me + 473

1+ 22 <6 T+ — w3 >1

x1— 20 < 4 T — Mo + 73 > 2

—x1 4129 <4 m,m2 > 0
r1,22 > 0
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Primal factivel - dual infactivel

Podemos analisar a cada iteragcdo do Simplex, o que ocorre com a solugdo dual.

T X9 r3 T4 X5 -Z

min v = 671 + 4wy + 4mg

VB -1 -2 0 0 0 0
z3 1 1 1 0 0 6 T+ Ty =7y > 1
T4 1 -1 0 1 0 4 T — o + M3 > 2
rzs -1 1 0 0 1 4

m, T > 0

Na primeira iteracdo, a solucdo dual é factivel?
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Primal factivel - dual infactivel

Solugdo atual 77 = (0,0,0)

Tl X9 r3 T4 X5 -Z

VB -1 -2 0 0 0 O
xz3 1 1 1 0 0 6
gy 1 -1 0 1 0 4
zxs -1 1 0 0 1 4

N3o, nenhuma restricdo dual é satisfeita.

Alexandre Checoli Choueiri

mnv=6-0+4-0+4-0=0
0+0-0>21=02>1KX
0-0+0>22=02>2KX

m,my > 0
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Primal factivel - dual infactivel

Soluggo atual 77 = (0,0,2)

mnv=6-04+4-0+4-2=28

VB -3 0 0 0 2 8

x3 2 0 1 0 -1 2 040-2>1=-2>1X
rt4#, 0 0 0 1 1 8 0-0+2>2=2>2/
T2 -1 1 0 0 1 4 71'1,71'220

Na segunda iteracdo a solugdo ainda é dual infactivel, porém uma restricdo é satisfeita.
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Primal factivel - dual infactivel

Solugdo atual 77" = (1.5,0,0.5)

T xI9 I3 T4 Ty -Z
inv=6-15+4-0+4-05= 11/
VB 0 0 3/2 0 1/2 11 min v T o
71 1 0 1/2 0 _1/2 1 1.540-05>1=1>1v/
24 0 0 0 1 1 8 15-0+05>2=2>2/
@ 0 1 1/2 0 1/2 5 Ty > 0

Somente na Ultima iteragdo (ou seja, na otimalidade primal) a solu¢do dual é factivel.
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Primal factivel - dual infactivel

Percebemos que para cada solucdo basica factivel do primal, a solucdo corres-
pondente do dual é infactivel (exceto na otimalidade primal). Mas por qué isso
ocorre? Para entender temos que recorrer novamente a tabela genérica Simplex.
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Primal factivel - dual infactivel

maxv =7'b

XB XN —Z T
1 Tp-1 B'r<cp

0 & —-ctB'N —cLB™'b T
| B-IN B~'b N'm<cy
T irrestrito

Considere a tabela genérica, bem como o modelo dual com separacdo de varidveis bdsicas
e n3o basicas.

Alexandre Checoli C

DEP - UFPR : A inversa: Simplex & Dualidade I 38/53



Primal factivel - dual infactivel

maxv =7'b

XB XN —Z
1 -1 ' =cpBT
0 & —-ctB'N —cLB™'b NT <
I B-IN B~ 'b TS CN
T irrestrito

Novamente, pelo teorema das folgas complementares, as varidveis com valores >
0 no primal implicam varidveis de folga nulas no dual. Ou seja, apds a insercio das
folgas, sabemos que as restricdes referentes a essas varidveis no dual sdo de igualdade.
Multiplicando a primeira inequacdo pela inversa da base (B~!) e aplicando a transposta:
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Primal factivel - dual infactivel

maxv = 7'b

XB XN —Z
T _ Tp-1
T =cpB
0 ckh—cEB'N —ckB7'b . b
| B~ !N B 'b N7 <cy

T irrestrito

Aplicando a transposta em ambos os lados da inequagdo (conjunto de restrigdes 2), e
movendo o termo (77 N) para a direita.
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Primal factivel - dual infactivel

maxv = 7'b

XB XN —Z ﬂ-T _ CEB_l
0 ckh—cEB'N —ckB7'b P
| B~IN B~!b O<ey—mN

T irrestrito

Agora podemos substituir o valor de 77" encontrado na inequac3o, gerando:
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Primal factivel - dual infactivel

maxv =7'b

XB XN —Z
T_ Tp-1
™ =cpB
0 ckh—cEB'N —ckB7'b TB P
| B-IN B~ b O<cy—czB N

T irrestrito
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Primal factivel - dual infactivel

maxv = 7'b

XB XN —Z

T Tp—1

™ =cB
0 ci—ciB'N —ckB'b S
| B~IN B~ b O<ecy—czB N

T irrestrito

Note que o termo que define a restricdo de factibilidade do dual, é exatamente o0 mesmo
que define os custos na func3o objetivo da tabela Simplex referentes as varidveis ndo
bésicas.
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Primal factivel - dual infactivel
Assim, sabemos que quando a inequagao
0<ck—-cEB'N

for satisfeita no quadro Simplex, a solucdo do dual serd factivel. Acontece que esse termo
define o custo atualizado das varidveis n3o bdsicas na fun¢ido objetivo. Sabemos que
o critério de parada do método Simplex é justamente quando n3o existirem mais custos
negativos (¢! > 0) das varidveis n3o basicas. Ou seja, enquanto:
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Primal factivel - dual infactivel

Assim, sabemos que quando a inequagao
T Tp-1
0<cy—-—cgB™°N

for satisfeita no quadro Simplex, a solucdo do dual serd factivel. Acontece que esse termo
define o custo atualizado das varidveis n3o bdsicas na fun¢ido objetivo. Sabemos que
o critério de parada do método Simplex é justamente quando n3o existirem mais custos
negativos (¢! > 0) das varidveis n3o basicas. Ou seja, enquanto:

chk —ckB7IN <0

O método continua,
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Primal factivel - dual infactivel
Assim, sabemos que quando a inequagao
0<ck—-cEB'N

for satisfeita no quadro Simplex, a solucdo do dual serd factivel. Acontece que esse termo
define o custo atualizado das varidveis n3o bdsicas na fun¢ido objetivo. Sabemos que
o critério de parada do método Simplex é justamente quando n3o existirem mais custos
negativos (¢! > 0) das varidveis n3o basicas. Ou seja, enquanto:

chk —ckB7IN <0
O método continua, quando

ch —ckB7IN >0
Estamos na solucdo étima.
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Conclusao
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Primal factivel - dual infactivel

Conclusao
O custo das varidveis n3o basicas na fungdo objetivo é justamente o critério de factibi-
lidade do problema dual. O critério sé é atingido quando o a solugdo étima do primal
é encontrada. Ou seja, no método Simplex, a cada iteracdo temos uma solu¢do primal
factivel e dual infactivel, somente quando chegamos na otimalidade primal a solu¢do dual
é factivel (e 6tima).
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Primal factivel - dual infactivel

VB 1 2 ... x, -z

X2

Podemos entender as conclusdes que chegamos pensando em grandes areas da tabela
Simplex:
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Primal factivel - dual infactivel

VB 21 2o ... x, —z
T2

Factibilidade
primal: b >0
Tm

Para verificar a factibilidade primal, olhamos para os valores de b.
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Primal factivel - dual infactivel

VB 21 2o ... x, —z
T2
Factibilidade
primal: b >0
Tm
Factibilidade
dual: ¢ >0

Para verificar a factibilidade dual, olhamos para os valores de c.
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Primal factivel - dual infactivel

VB 1 2 ... x, -z
T2
Factibilidade
primal: b >0
Tm
Factibilidade
dual: ¢ >0

Quando ambos os problemas s3o factiveis, sabemos que estamos no é6timo.
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Objetivos

Ferramentas e objetivos

n

&

=

()

§ Inversa da base

-

=

é Quadro Simplex étimo

:qu em funcao da Inversa

| | @ o, %,
‘2

% Célculo da || Solugao do dual || Primal factivel
Z || tabela com base || pelo quadro pri- || - dual infactivel
© || na inversa mal (Dual Simplex)
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Primal factivel - dual infactivel

Préximos passos
As trés conclusdes que chegamos nos possibilitam entender 3 aplicacbes: o algoritmo
Simplex Revisado (apresentagdo disponivel no site), a Andlise de sensibilidade e o
algoritmo Dual-Simplex.
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Objetivos

Ferramentas e objetivos

3

|
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=

;2 Quadro Simplex 6timo

E em fungao da Inversa

8

‘2

—i Célculo da || Solugao do dual || Primal factivel
= || tabela com base || pelo quadro pri- ||- dual infactivel
© || na inversa mal (Dual Simplex)
7 S S
)

2'|| Simplex re- || Andlise de sensi- || Dual-Simplex
% visado bilidade

<
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